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U. 5 nu; EXPONENTIAL LAW 'FQR TOPPAIR 
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. ; . 
Definl tion .1. 5. h · Let · X, Y .be topologi_cal. ~paces an·d · let · . : . ·· 
:. Yx· _= ;,t~~(X, Y} d.~n~t~· -.t~e-- ~-~t: ~£ .a_~l-. ~ap~,.: ~rom.·:.- ··~- -· tci · Y . . F~~ - _any 
two sets K '7. ~-•. U c= Y ' let: i:fap_(~,'u)"· d'e"'ote the _-·subset of 
· ~1~p(X, v) -· dtifim;d .~r - -~lap(K,u) ~,;;-:-\f ~elc;>ng t~ Map(X;Y) · $Uc~ that 
f'(KJc; UJ::. · Th~~- 'set: ~- --~lap(K~U} ·w_ili be-.callep _a ~-~b_-~asi(~et: o.£·,_·. :. ·.· ... 
' .. · 
. . 
,, 
' . ~. 
....... . . 
,. 
.. ·.· 
'· : 
. . . . . . . : : .. i 
. ·. ·' . ' .• X~ ... ~f_· · · - ·~s -_ c6~p~~t. -_in_ ·. x- :. a~d -.u· ·i,s :~peri -~n. ;_ y~ .· Tlie ':c~MP~CT:OPEN ' .. _ . -. .__: ._:·_ , . 
_. :·/ _::· · ~-- : . -->ro~ ., ociy·· :~ -~- of :.-y_x· : 'is·: ~~fi~-~~- by - t~e- -~~o-~~--.- ~ub;.b_asis ·:·. ~ · Eie~y. - ~~t · -1~ .' ._. _··_.··_· .. _ _:: > _:: ··-. _· 
' .. ·;·· ., · ··,· .- · ... ,_ . . . - i~ · th_e. unl~n-of ·a··.co·l~~-~:~: oi:- ~i~ite: irite~~-ect·~~ns :·~~- : su~-~~s~~ :_:.'. _  .· _.-: '- .- ~ ~--:<. · -,:·.::·: .. -
•• • • : • ' -:" • • • •• 0 • • • • ; · •• • ·. ; · : •• ·~ · •• • ~ ~ ' ' ' · • • • : • ,! : . . .. 
'·_ ::_- _. . .• . ·,. 0 ·. '.. ·.·· ·. , ···.' ·· ' . ' · .. · ~ · .. ·• . · · ,·_~:·· . . .... .... . :~· . :... . · ·~·· .:· . . .. ·" · .. •. · .· - ~ 
' 'o • . , ' 'o ' , , • '• ' 'I • • • - ~:· :. .. . , . .; . ..... ·r :•·:.' ·, -~···; l . .,. •'·! .- ~·. ; ··' · "'· • . , ·:· ·' 
. :: . .... :. : .· .. · . . . :-. ,: . . , .. ' . .· .' . ·. . : . ·,. ·.. . :·· . . '• . . . 
;,·:~.--· .. ···:~~ _·. _-;-,- :: · -~ ... - -~, · ---- .. ·-. :_--.. --: ·_; ·: ·_ ·.. . . :· . . - ~-. .' ·. -._ (~;xo~ ·: . · .. - _- . _ .. . --: . ·_: .  :··: ~ -~ --> .. . ,.-. .. :· -~·-, ·: . .- .. :> >-· ~- . -.-:·: 
__ : __ : ~.:- ~ -- - . ::_ . . _·, ._. - . No~~- 1.5.~· -_, ·}~e :$1;1bset -' (Y!;r0)__ ·.--::- : .. ~:-_.{f · : ~- ; ·~-- s~~h .-. t:~at;' .f(X0) .-~.Y0 } _ ::_-:. ::·.· __ ·:_. _ 
.:.-·.·.· . . . ... . _- .. ·· X· ...... .. · . . .- · · . , .· · :.:._. _.:· ·.: ·:· . :_.-_· ._ -,. . , _- - - ~· - , · ... -_·: ·-·x :· ·.:,:._-._ ' .-.. - . _- ·' --.·· .-
... ' - ... · · . of... Y .. ca!i- . Qe · pv~~- ~h~ - ~ub.~p~ce-: topo~C?-&Y w!_t;h . ·respect to : Y-.: ·so.: that .- .. . 
·_ ::·: :~ .. · :~_.· -~. -: . _· _. ·_: .-· · · · .. - -~~;x,·~-, (Y~ ;~·;:·(·~·X~')) .. i .s · ~~~ia~-n~/ ~~ --.o~~~-d~-:--~_~: -~~;~~~r-~---':-_. InjJa_;t~c~i·~·; : · _··: ·. .. . .. -;: · 
· ·- . .-·.:· . i~----~---_ :; x0 · ~ --}.' t~_e ·.,.<._ sp~·~/ _..--~y-~-~ -~Y~Y0J(I.~~?j:·.·c~n ·~~- -wr1tt~~--.in :- ~ __ - . -,-. _-- ~ -·, · .:·-:· · .. 
:;_~ -· :· ' modi~ied,f~~ - ~~--~~ - -~ii~w:~.-: . _-~:·.· :.··. ::. - , .. ···:_: · ; ·-. :~ -------- ·~--· -__ · .. < .. --~:· :-- . ---=---·,:··:.--'._ . ;.- ·· ~ . ; 
: _,·.- .. ~· . . _. '· __ ._.··-.. Npw an;. · ~~p - .: ~-- ~ - --1~ .. y'- _ bei-~~g~ t6 th·~-~ub~p\~e.- -i.f.'!lrl_d: 6~ly · i·f : ·,.: -'--:: ··--... :.<: . . -.. · 
:-.-. -- _._._ . _ - ~ . >..(I}C: Y .• ·. -:_ Thusfhe :·~~~s~;~~ ~ - -(~- -y -:j':Ct_~.-9 . ~a~ .be: ·,~~nii;de~~~ .-a~-- _: ·. __ ::_:>· :. · ': ·._· . . 
--.· __ .· .-· · .· 't-.:~~> -0 .: .. __ · - ·. ,. •".• .• ~ --~ · -~---·. ·>'' ·_.- __ ·._· .. ··- ~!'- · .·:·. ·_- .,~ - - --- '·:·:: .-. · .··::. ·.·" .. 
>_.<. . _ -:·· Y0 -~- - l~e ~_som_etim~s w:r_i.~e .,t_he "pair . . C.Y . ~Y0_ )'. _ ~s. _ (Y-,r0~. ·_.·. · __ ._.; : · __ :·: :_.. ·· -~---.-~·-
, , t . · ' ' , ~ii~i ti;,n i :,~,;'3: A (un~ti~ , 0 :: t~X · ~ X;(~. ;~)(X; X~) , ~)(,)• ~· (y, Yo? 'r: , , r ;_ 
.•. ·..• . > '. . . · .• i wh~~. ' . <?. (Y:Yyx~y) ~ 0-;~ol :i ;r x ' X. (Y.Yo; (~. :o1 X io~·-;· :·; < • ' . : . . ·. 
_: .. :f . ~ . · -;';:: __ .. :· ·~~ich · ta(e-s :_ ~~-- ~-~e~eJ.)t (.£~·~).__ -- ~-£ · ·.;.:-~:: i.: ~~ :·- f{i) - ~ ~~d -.'~.lt~~rly .. : >.:-:: .. >-~ :~- -~---\ · 
.. ~ _ :· · r:·· .... , ci ~ •··.· .. L! : · . . · ·.. ~ ·o · ~· ·. · ·.··.·: .. · .··. - ~--· .·· .- .- ~· -· 'l' ~ · .. · .. · ·.·· .. ·· ~ ~ . · ·· .. ·:. :·:. · ~ : . . ·.·· .. : : ··~ · ; .: .·· '· .:. ~ . · · 
· .. -'•· / .. . .. · · ·. ---behaves · w~ll with -- re-spect· to ·the _subspaces. 1s ·.called · the ·EVALUATION·:· ·. · . . , : . .. . _. .- .. . 
.. -J/-.,_ --:' ·_ ' -:~ · ·_ ,_-_ ;_~~;ibN .. i~r - fo~pair_ · _ ... : .- -·_ · _-: ·<· ,-_~_ :·-:: -·-·. · ·--~_._:. ·- ::.:_ ·_· ,~-'--_ ·; _ ,~_ -. _·_ ._ · .:_.-::·. \: ·- ·'.:_·- ·. ._ .. _:, .. :. _-'-· 
. . ,. . · .. : .. . - L . _- ::~· ·: . . . , - . . . . . . ·-
. . . . . . . - : . . . \ . . ,. . . .. . . . ' . . . ';' · .. . -~ . . . . . . ' . . ' • .. · ' . . ' 
·- .··. - ~-- . ·-'-'· ' ·.· .·: ,, .. -- :· .' ~ : - ., .. . ·.: ·:_.·_:,-_._..: . ., ,. ,·::-.::·.:·:. · __ .·· ... :- ·,.·· .. - ~:· .>-- - .. .- ... :_/ 
:·_:;-:· f. ·_.. .' ._.,, _. ·.·. ·.: .. . ..: ·. . .. - " · :; _.;.:::.;.':·. · . ,'. ·· - · . _ _.,_ ... _. _.· _-~ ·-: :. ·:-·: ·. ··, .. ·:- . . 
•' • • ~ • ,, o " I ' ,· • _. • , , • • • I 0 • ' 0 , {.,. : ' ' , • • : ' ' " , · : '( : ' ~ ·, • 1 • r ',, • ' ', 0 
- ' ' --.,... ., ... _ _ .... ·.-.:. --· _:-., .. , .... :: .;~: .. _;·:· -· _-·· · . · : . :_,. ·:- :· :·-- -~ -· . -.- . ;_-,:. ·---Y. . .- _ ...... ' .. , -. .. , .• ~·-·. -. · .. : ," ; ---·:. .. ' ., '. . .· :-: _-. _:.:· .-. . · _  :-·· . . --: 
-', 1 ; . ;.·· • 1 'I,. •' ',. :~ ,' , _:, ',•', : ~ · · ·:·: 't ' oo, • " · •• ,, , 0 • ' _,·.- , ... , :: ,- _.. , ; _; ' '-~ ·,·',.' , • ' , ', " • :· . ·-·.-: , 
0 :·:-. 7i_·.'·.·· ~ ·: 00 ;~.· ' • · ... ~ ' 0 <·-: · R. ··,· ·. ,, 0, • •• : ~:.: ·: ... . •• , · •• 0 ' • : 00 •• · '· 
. : : . ! . ' ~: ~. ~ . . . . . . ~ .... ::~ .,., .. ' .. . , ~ . ~ . • ' .' . , ' • . - . . • 
. :· '< :~ : ·.. . ··, : _. . . . •\ :· ---. :. ' . __; ~-. : --.·:. :· •, : ' -~ -~-·.: ::.- :: .-· -:·_· _ :·: ___ : :. . . ' ,... . : _ -~.-.-__ ·._._~ .... _. ~-- · _ __.;.-.-·_--_:- .·:·:_~_:· -~_; .·_~-_ ... -~ :---
• I ' : • !• o , • , I f • , • : • '0 j • •, "~ ' o ::·, o ' ., I.,. · ;·, ' • _____-:, ' ' ' 
·: ~:--:·)-~ :- -. 
. ·,: ~ .·' ·. · ... ;·, . .:_ ·:·~·\~~~i;~~!~" ··- ~ 
•; ·:r 
.. . ' . ., ,. , 
-···- · ··-~-;-'· ~ . . . :·_:_~ -... --~-- _;,;~:: ... -' -~~_,';- __ , __ ~:·..:_:.:-~-:-·........: 
.. 
Npte:-· This is t.he -:u~pal evaluation 'function in ·Top if 
.. . .. 
. -.·· 
.Definition· -i. ·S. 4: ·. A ·~opoiogy '.T. · is 'admis.s.tbi-e if ·an~ . only if the 
.evaluation function . E . is . contl.nuOJ.lS.- . 
Ill> 
_ . .... 
: ~ 
•• ',1 
. . , 
,. 
·-: · · :_.: 
., . 
. · .. , . 
. .. •.·. 
=~ \ '· 1,' 
,. 
1' •. ' • 
'! 
·· ·.·. 
• ! , ' '. · . 
.. _ ' . . . 
, 
. ·, 
· ' ; 
. ~ · .. -.' .. ' 
~. .· . . ..... 
. . : ~ ... 
. . . 
-~ ' . ' ' 
,_ 
~. ,. 
~- . '· . . . .. 
.-... 
... 
:"I..·· ··: ' . 
-•! '"'" 
-·· , , :..·-· 
23~ 
·-
·· . 
--;- :' . 
, . 
,. 
f 
. ~:;· ' 
-'.' ... 
:· 
· .. 
,. 
· ' 
: ~, 
' .. ' 
... 
. ·'· 
. ·· 
·; :' .· -··~ 
·, . . 
. · :. 
_, .::~ ,: 
·.· ...... 
. _ _. .. _.,_ 
·• .. 
·<· ~ :'\ 
. . ' . 
. ': . . 
'·· 
.· .... , 
·,·. 
.· :-· . .. 
. ·
. ·! 
.- . ·,'.' 
'•, 
'-:·:·: _. -._._.. 
": · 
-- . 
' I'· 
.. . 
~..- :- -
-: ·::·· '. ~. • • t .: ~ ••• ~ 
<. ··' . .. 
, . . ' r :.:: :. ·. _: ;<~ • . .:. ... :-;..· ..... : .. , • • , . 
.-.. 
:- .· 
... ...  
.... 
24. ' . 
. I 
·. · ..:- ~- . 
..... : 
. -.·' 
Toppair 
. . . . 
X 
This .is Known as -tl_ie J'~ppair ·exp.onen.tia_.l · law~ - \~e · note t·hat :•. 
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-and the £:unction . (Z, Z0 ) -+ (E', E0 ) - .is· continu.ous· .: (Diagrani ~ . .2.8) . 
~ 
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§3.1. ·, . GROUPOIDS A:'-!0 FIBRt\l'lOXS OF GRotli.'_OIDS -
De·fini tion ·.:s·. 1. ~ :· A groupoi~ . G- is, a sm:fl'l' cntC'gory i:il 1\hich-
e~ry morphism is an ' i~omorphism. 
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-- ~~p_s ·. ft;om ~ (X~~o)'-. '.'+- (Y,Yi)-J, . . inry-opp~t.nderro_ted .. ·b)' ;,. . ·, ,., . ~ 
.. -~ ·. 
., ,: ... --·· f(:·. :: :, ~ · ··_. ~;_a~·~: .::(··(:x ..  i~j >: (Y~.v~:J)· > ·.:.Thes~t· ~f_· Jrior~h~.!?-ins·: bet~-~~n ·,_···':,-. -,, .· .. · · < ... : ·, 
• • • ' ' ; ' • ' • •, • •: '. ·• ·, •, ,: " • ' ~ • " • : I'" ' I ' • • ' : • '• : '• ' ' ' ' • ' ~.'-, ' , ', 
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Propqsi~ :ion 3.1.4,.· : 
~ 
I • 
Proof: 
'• 
We liayc t-haC -: -------
~- I 
is hn ,equivalence· relation from 
. 
P,roposition 3.·1.2 and we have comppt;ition of .homotopics defined in 
Remark 3 •. _1'.·3 •. 
.. 
l~e .fl.rst need to sho~ a). the existence· of' jdcnt it ic·s and ·b) asS()-
• 
ciati vi ty pf .... compo.s-i tion . .. . This· wil ~: ensure .\that. , ,il t.(X, X~), (Y :\~n is 
a category . 
a) Let . H .: . f :;, g. 
0 
C7' ~£ : f !! f 
.
fx .• ,x0·J .%· I .. ,..· (y Y .Y ·be. ·J1 oin~top'ies · · .... .. •: 0 
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If ~tg are iifts of f and g resp~ctively, 
<I ., "' 'V 
.and # ([H]) ~f) = [g], then there exists · a 
. lift W o£ Or + H such that · 
"' "' H~ : f ~ g : cxtx0) x r ~ (E,E0). 
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·· . ::' · Proof:. .. a) Since = (f,p)_' . TT 0 F g = [g,p) and since a 
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funct~r · preserves isomorphisms [Proposition· 1. !· 3] 
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. . . · . r • 
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Lemma 3.2.9.: If 
I> 
exists a morphism 
H .: f ~ g 
[6] in 
{w,w0) xI+ cx~x0), 
Mc>r[n((w_,w0h ~B,B0))j 
· :: the following diagram commutes for each 
f* fibration 
[ k,p] ---~-, [k.f,p] 
}((&))' 
'. [kg,p] 
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·· .. 
· ' 
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r • •• 
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' .· :-: 
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'4 · I I ' o o , &. • 
. :; . -.. : : :··, : . . ' ,. . ·~:.: ·-... 
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.,, 
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then thcr¢ 
.. 
such that 
._.:. 
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.CB,B0) and ,:ror,pair ::· . . ~- •· 
.p • (E_!.EO) -~-
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L 
with respect to and i£ k 
then ·£* [k-,p] ~ -[kf,p], is a bijection. 
~l'OOf: 
. · ..... ~ 
, · .. 
- ,: . - ···•1 .... ' 
' t . •. 
. . 
. ... ·~ 
. '": . 
c,~~. - -· · ; ~ . 
is a map, 
in Lemma 3. 2 •. 9 
al)d let. f : "' 1. Then · f* . [~,p] ... : [kf,p] is .a bijection 
. ...... 
s~nce Diagram 3. 2.10 · ·c.onimutes. 
\. 
- ·::\.-
· g · : ... cx ~ x~J _+ c~,w0) 
·.· 
be a .hoiitot.opy .. 
, ,.' • I • / , . .. 
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• . [kt',p] / "'.' 
.. 
. _-; 
• IJ .. 
•. 
. ·As above ~his d~agrain co_tiin)utes and 1t ([B'H 
' · ...... 
. ·: . 
·.· .... 
...: ·.-·· 
•. · . 
.. ... . 
•. 
.·:-
~ , . . ~~ 
' I 
.. 
.. , . . 
.. •, 
·' 
~-....;. ·' 
,· ! . 
·. ~. : •, 
•• • 4 . : • • • • 
·:· .. · · 
·-> 
~ .. 
, .. 
.. ' • 
, .. '· 
.. ·.·. 
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is a 'bijection, 
~ 
is a 
' . 
·,, 
' '• . .. 
. .. .. .... .. , ..... 
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Diagram· ·3. 2.13 
/ ', 
Cons~der also the sequence 
~. . . 
· ·whic;h .is ::·.equiv~Ile~~ ta · · ·. · · "' · . . · · · · 
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,r .'. 
. . . ' ~ 
,: - ~ -~ - . 
.. . : t· 
·.· .. ·:: 
' 
. ...... { 
. .. ' ;· . . 
•• t. 
. .· . . 
: .. ;_., . -. ·. 
: -. ~· .-. •! •. -~~ .. ~ 
. . i. 
,!_ ·. ~ • 
. . 
.• .. 
. . I 
·. ·.t· . 
·.: '·' 
.: ·\ :'• 
. / . . 
~-, .i .. -'-~.' · ' 
~;·:~.'~~ ~)': ;,/·.;.. !<:{~;~ 
-. . ' : ~ . ... : . . . . . ·.· . ~. : . : . . \ . . .... : ~ . . . ·. . .' ,. ~ 
., ...... 
-· ··.· 
.,. 
• • . : • • ' 1 • • .. . , .·~ ' 
d w:.v""' - .... ' ·• ... ~ ••• - \ • • ...,' .. -:,.-• i ~· · .,. 
. . . . -t~;:- : ., . . •. 
-· • h~jl'\-··.,. ......... . ~ : •. -~- • ......:-,._ ~: ... 4 : :;. ::. 
: ·.,· 
. ~"': 
... ·,:. 
.·_ .. ) ~' 
. ;.• •,. ·-
67 . . : · 
... 
Thus, bydefinitiortof f{ ({g1]), ltf[eJ.)C£i)[g1] = lf{[e])c[g1f 1])=[1] . 
. ~ . . 
[Equation A].. 
I ' . :. 
./ We · also have. that pl = p · and Thus ). and i: 
and Using thiS 
.latter fact and equation · fA] · above, ~e are in th~ situation of 1 ': 
~ Corollary 3. i,.B(bj"; ~ he~<::e --there _exis.ts a homotopy . K :. g1 £1 = 1 
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Hence ther~ exists a homotopy 
"' G : H(p x · lJC-~1) = 1 : E1 E0) ~- r + (E,E0) 
such that pG .. 0 f ' &n oP . by definit-ion of [P~P] 
Then "' . G + H(p x l) is the ! K 'we requi~e 1 i .. e. 
.. 
.... . ~ ..... . , ., .. --· .. , .; . ~ .. 
or ir F , 
.o p 
•'I 
"' "' . "' G + _H(p X and p(G + H(p· x 1)) =.pG_ +· pH(p x 1) = 
a· + H (p x 1). 
&ofoP· . 
Then we have ~g1 ,·g0) .. o. (£1_,£0) = '(1,1) . . . 
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,.,··-· 
. we req·uire ~- . c~. f 0). .··o ~ .. (g.1·;. i0) ·:~ . ,(1 I 1): · :·· ~ut_·· .. 
._ :: . .. · ... . · .. ~ .. ~: . . ·: . .. · .. ' . ' .· ... . .. : . ' . . ··.'·. . ... ~ . :· . . · .' ·- ~- . 
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• • • • .' • '", ,': • • • ; - . . (. ' •• •• • :·. . ' : • • • • . . • • • • • ·.>· 
··:.':. , .... .. ... ·. ... - ~. -.. . .. · .=· · ~f,f0)_: q _ (l/1J'o ... ~g1 ~g0) ·· . ·- ·· .. 
.:.:· __ : ... :·:.· · .. _:_. .-'- ~ ., . . :: .· .'. . . ..., · .. ·.· . .' · . = :. ···:· . ~- . (~,·fo) . ·o_. :·c·~l.·gof :,: ... -. ... . . . · . . . . ·. 
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· .  ::::p: d~:·~0H(g:1:~:/: ::~::ii~:l ,:, £:::~ ··1 ~onj~g·~~ . ~~I · .. ·•·.. · r .. 
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.. ·' 
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• 1 · · ' 
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... ... ·· ~ . ' .·. . 
. · :· i . 
' .· :. 
: . ... . ~ ... 
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" .. . 
• ' ··. 
. . ; . . · 
•' 
. . ',' 
.. . 
. t, ·, 
" . 
.. ' .. 
. • ,. .. ,,..r•.:.• • '• 
/ 
·.. . : ,.' ~= ~ . . ·. 
,·-.·<\· -~ .. ---;--:--: .. .:.... .... . , ,_ . ....:. ...... ...... ---··· .. : . . . . .. ... .- . . . . .... . . '. '• .. ,· ... : "' .•. ...: ... ~ : . ' 
.· ........ . .. .. . _. .. . 
where cs-- ,Bo') X I--,> ('B,Bo) x· I~ (B,BO)· -----* (B .. ,Bo") 
goxl. H:gofo=.l fo , 
(B' ,s
0
") x r ~ (B' ,s0 .. ) x I~ . (B" ,s0 .. ). 
. · f 0g0xi H~: r0g-0=.l 
and 
Propositibn 3.2.15.: ·If in the following diagram p,q,f,g are 
Jibrations in· Toppair and 
·-"··- . 
~0. -~1.~2 
map . ~ 
are :homotop:y- equivalence~ in Toppair, theri the induced 
• ' I o' 
is a homotopy ·equi_valence in Toppair. 
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i 'I.: ' 
: .. :; · .-. !' . . , 
j' • .. -
.. r: · .. · .. 
l 
j.·· .. -. ... . . 
· . \·· ... -' .... 
. ' ::-~.' ·_ ·,· .. -. :. . 
.: 7 ,'•:.· 
. ' 
. <,. 
.. . . . : ' . ,. .. ' f.... . .J' ' • • • • . • . 
(X J1 E,~0 - ~ E0') ~ (E
1
,E0). . . . .. t .: . . . { . -~· : 
. .'.· :_~ .: .. p,: ... _  :l ·· ~ .. _._ . :--.·.::_-·;_. -~.:.·: _ ~- ---- ~. _V_ ..: ~-_-:_~-- .~ _  ,-. ---~(:X·.-..  _ -~ .. n'· ... c--.· ·X: ·:_·~-.tn:. ·E··' '). ~· ~ . (E .. -.· ·.:E·. _.: : ·.)··.·· · .. • j ~·· 
, . · f.-' · · · · · · · ··' o· o: g' .• · • a· ... . · , ' ·,t· , , 
'" .. : ,"'•· -~ ·. . . 
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. . ,· 
:.· . . 
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.. ·.-. 
-...... · 
. : ·' . 
. . . : ... . · . ··. -: \. :·_ -: 1.:·. · - . . ; .. (X .. ~ -:) · -- . . · ·: (B"' ·s .. ') 
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•• In this case and 'x0 LJf · Y0 -~ 1.. But ·o&viousl)·• · • ' o. 
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·K(O)(-) = = f*h = hf. And 
i.e. 
K · ·is a . path 'between hf · and· 1. 
" · ... ~ . ' · 
.; . .. {Jsing the' 'expoJ:tential ~~w. · \ofe get.a hOmotopy ' 
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And .- K(''1',.0} -_,;, .K(.;;,1h: ,... . But :_--IC(-,0) .= IC(O)(-) = H . (0)(-) .=. hf. . .. '. · 1' . • ,· . . ' . ~- . . -. ·: : ._- . 
. : ' . . 
. '. \ . (X,X0) · ~ . ....~ - . ' ' : • I ' 
and 6 ' 
~(-,1) = K(l)(-) = Hl .. .... (!)(-~· =, l(X X·): · 
· · . (X7X0) . ' 0 
So t ;· ~f .::: .l.(X,X . ) · .~ '(X,X0 ) x J ..,. (X,X0). .. 
' 0 •' · . ji•J 
But h does not ne·cess~r11y induce g since we 'simply have that 
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&J~(x·;x0)-_J = h . and g(K)_ nee.9 -n~t. equal -h* for· JC .f 1. 
.· ,. ·';·- , ' 
Ho~e.vei, s.~nce . hf = i : we ~ say .that 
(bf)~ -~ ~· .x ·(X X: ) · · for ·all (_Z•Z.o), i.e. 
· (Z , (Z_,Z0) ._. ' .0 ) . I 
'I' • • •• · : 
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J"• . . . .. . . 
. . ; 
.· 
- .· .· 
•"' ,. . ,· 
·. ' . 
. . . . . 
. " 
. .. . ( . 
:' . 
. . . . g -.. . 
,,._· . 
, . 
, .. 
. ' , 
.. ' 
.. 
; ·' 
.· . ..... 
. ... · 
. '· . : 
:· ...  \. .· . : . · . 
: .. ' · : . 
; 
: '..~> . - _ .. _· . • ... -..: ·•·. . 
.....• ... :. 
. , : 
.• . 
. . 
.. 
: .:.. 
· .. · . 
.; ... 
. .. ·:._ .. :: . . 
. .. 
' . . 
.: . :.· 
. '0.:.'·· . • 
' .· > ' 0 ' . ·~_ 
. . ~ . . 
. . · ' 
0 • • - - _. · . : .. • • • 
. . ·· ... . · 
J • • • • • • 
.·, . . 
- -; . ..: . . ... :. -.. ::. ·_ 
·". 
• ' . 
. . 
. ''· 
.. ... , . 
... . ~ . . ' 
~ -~~.::~. ~ ·. -~; 0 
,.- ·. 
: ··· .. . 
:-. 
'.:. .. ·~ 
. . 
-• .. 
\. 
.· 
';. (.. 118. 
I 
r : such· that rh* = 1 · and 
.. 
h*r = 1. ) . ~t .r(l (Y ,:Y 
0
_)) "' ·q : · cx,x0) r+ (Y, Y 0)' and we get 
qh = 1 (Y, y ) . : . 
.. . . . . 0 ' 
. .L ' .. 
Now ·· qhfh. = .. -~~-~, -~· _£.If J • . : ~ -.7' · ~ ; : . CA,A0) x ·. r -.~ · .c.s~B0J. . ·. 
·and . t ·: ,. ~~~~0) + :_(c,c0)"_ -· ~s· -~ · o:ap:~·.·'t~~n· ._ tL ·:·_is' ~-. l)(u~topy . 
. b~tw~en tin and: ··tnt .. ·. . 
a~~ qhfh =. ql .. c·x ~ )- ~ .. -~ qh. 
' . 0 . 
,· . 
' . ' 
.. 
' 1 • ' ~· , 
.. . 
i. e. · f is :a· .left homotopy inve;-se for · h: · .Hence ·. h is a 
)loJII()fiOtpy equivalence.' But hf ,; 1; 'hence £ is a homotopy 
equivalence. · 
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' ·Propositio~, 4.5 • .E1.: ff z is Hausdorff .and B. is locally 
. •. 
e~mpact and·Hausdorff ihen commutative. Diagra~ 4.S.S _is .a ' 
. ' ' ' . . ' . ·, . . ' 
P,JShout ~ Toppair'·if and only if commuta't~ye Diag~am· 4.5.6 
~~ a pul·l,ack in Toppair. 
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Proof: (Necess~ty) . Let W be locally compac~: 
.,. 
maps. such __ that q1 · o f = ·t 2 o:. g. We need a map · 
.. . 
U9 . . 
; 
. .. . ~ • • .. . ,# • 
.' ' 
. · ·, .. ·. ..8 we· .. cB·u_c-,s~w~ri) : . -.- . -_. · ~ ·. ··. ·. · . · ---~ cw~w0). - +. ~z ·. ;(Z~z0)_ . ·. · .. _··._ ·· . . .. : .'). _: makiQ~ _ Qi~gra~ ··.4- ~ S.-6: . . , 
' • ' ' • • ~ I ';' ~ • 4 , · , · :, : ,4~. I • ' ' : ' '!_ \ ', ' , ••' •: ' '( I 
· CODIJ!IU~e. .: l!sing.,. ~~e .¢xponenti~I'-.1aw for Topp~ir ;. Diagram -4.5 •. ~ ·. ·· 
. . . . ·.. . . . ' . . . . ' .· . . ' . . .. ... . . . . 
- :.~ive~ r1~e - to. ~ne,"f~i'lo~·hg · ·c~uuinit~t·i-ve :di.igram.: .. :. : ·.. . · · . 
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But. '~he above · d~agr;1m 'is· . . a.-pushout ~n Toppa~r:;- ·so there exists a· · 
. W . ··_:· (W;WOj' : _·· ._-.. · .. ·, - - ~ _· , - -{. -_~ . . ·_. · 
+ . . (Z_. , _ (_~,z0)~- J. · maki.~g ·the /diagram 
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(Sufficiency) 
w~ .require the existence of '. a unique -map:· 
,_·_ ~ -~ ·· cs.·u. c,'s0 ~ ~~J-.-~ ·cr~0) . . ·': · 
• ' • • • ••• • • J ' • 
. . •' . ·: ' 
'•, 
. .. . . · . 
so us.ing the 
. : . 
. . ~. : . 
·,:.e.xpOn:~ntiaLl~w . :-·. 
. , . ., .. : ' . . 
. ·· . . :_ , :· .·. : . . . . . · .. ·. B . . _.(l\~·~0) ' ·.· · - ... 
._£e ·: . c•.,•r~- (~ !·(r,,.o}. ·· .. ).·  · - i~ __ a _ ma~ • . · 
. . ·. : . 
. ' · ' . 
. . , , ., 
. ·. 
·.. . · .. · .. . .. ... · - · .. ·. ·• · ::-.... . · ·_ ... (c c ) -
.. _sl.ml.l~iy.- ·:~· :···_(* , _*}·_ +.'.cr~~- ~~,.T0f ·· ' · :~ ). . ~s !l -~I?.-
• ' ~ • ' ' o t. I I o ~'" 
' '! .' 
. -t .:. , . -~: ... . : .. .. . ~..... . •' . :· ::: • .· .. ' . 
··;.':·' :: .-' • t • 
. . 
'. : \~ 
:··-:·-... : · 
: . · ·.·., , · .. ·-· 
·:~. . ~ . .. 
. .. _:•. ' . 
. ... 
. . . 
. ~ ,' 
._- . : ... 
.. f.- , .. _. : _ .. .. ·. ·. 
. . . .'· ·_ : .. ·. . ·. . . . . : ~ ' . . . .. . . . 
.. ' . ·' ': -~: ; ' 
. ' . , ' ' . . 
' .· 
: .... 
-~ . : 
t ,. . . 
. ·:-· · 
.-:;. ' 
. . '·::·  . .. 
. ~ . . 
•' 
~ . . .: ' 
l ,·· • • 
.. ~. . .. : . 
....... :· 
·. · ·: 
. . 
.: .:. -:· 
, •' • · .. ' · : "' I .' ' .. 
. . . ~, ' • .. . -· . . (~ ... . 
. . 
.. : -
. •'; . . . ·. · :·: 
..... .. 
. . · 
·,. 
: -: .. ... . : t : 
··' . . .. 
' '. 
' 'J •• ~ . . . 
.. 
, . 
. :· 
• ~ • ' • • ' ' ' '. I ·, 
.. . ·· 
: t· ·;,. '•. . >: 
· ' ... .. 
... 
· ; 
120. 
. . ·- · ' 
. . 
._ • . 
l 
j 
I 
. \ 
.-.: ,i . 
'• . 
' .. 
"i 
. . . i. 
. •• .. i" t 
•, ::i 
.;·· . .. / ·· . .-·t 
~ .. : -:'_ .. ; :j 
... ' ' ·~ ' 'o I 
,, '•. . : :· .·i . 
-;, ·_;.: ... F 
.,_, .. _. ·. - j . 
. :r: 
. ' . ' 
:. ·.. ·:·· ' i . 
.. · . ·::· 
~-·. . 
. .... : . 
\-
., 
:. i 
' i: 
: i . 
I. 
I ' 
.. J 
. ' ' 'j' 
•. 
:: ).: ·_: ,; -t--· 
: :_ 
• i • 
. '· '•: , . " ~ . 
. . .. . ·_. ·. ' :·· . .' ,.· ·:.j . . 
• 4 - • •• - •• • ; : : ;,''• 
' , • _~..: · - . 
. . ·· 
• ' •' I • '~ • I 
·. 
··. 
·: ·· 
... · ' ' I 
· ... . ~- .. 
. ~ . 
121 :· . 
. · , 
-
. .. 
. ·· 
. ·. 
· ; . ," 
J . 
the . following comm~tative· diagram in Toppair: . 
. . . 
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in ~ith u' is a homo.topy equivalence apd 8" a fibration. 
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.We can form a ~layer,-Vietoris sequence associated with a 
h.oinotopy pullback as follo~s: ... 
• Consider Diagram~. 5. z·. 2 and 5. 2. 3 and- assume · tha.t 5 ~ 2 •. 2 -is : . 
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.ahoriiC;>topy _pullback. Thes~ dugra:Jns . can .be ;.writ~ett t~gethez: as Jollows: , _ .. ·. .'· ·. 
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